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第二部分 数学物理方程
任杰 renjie7 mailsysu edu in heun xyz
教材 林琼桂 数学物理方法

Chap 6 数学物理方程的导出
引言 综述 PPT

6.1 简介

-

品的已知函数

f 0 齐次方程 与 U天关

f 0 非齐次六程 email

emergence 演生

至多 二次导数

二次曲线 an x tzanxyt any b x b y c 0

- 标准形式 双曲线

抛物线
椭圆

Jie Ren, Sun Yat-sen University

































































































































6.1.1 波动六程

哥 三 DIU 三 UH DE Δ Δ3

- 其他坐标年
茹外力

T

coˇ
_

6.1.2 热传导六程和扩散方程

-

-

Ut与Utt差别 t t

对称性 墨水

Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































6.1.3 稳定场六程

-

6.2 二阶线性偏微分方程的分类与什简

双曲型

抛物型

椭圆型

物理规律 PDE

O Ii-

Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































6.3 波动六程

6.3.1 弦的横振动

oo

000-

_

Jie Ren, Sun Yat-sen University







































































































Tsinr o

ya io 1一是

F ma

nǎ
h

E
BOx器 Tc in 0 Tei 0

Tl tan 0 - tanQ
T 歌-

- 裂

P器 T 以 ㄨ

00
0 x 0 p器 T 癸

癸 _à 器 o a

嶊动在弦上传播的速度

自由振动 无非齐次项
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































受迫振动
处 单位长度受力 Flx.tl

pox器 T sinOn T sind t FOX

ox 0

哭 一 à 器 f f F

少处单位质量的受力

非齐次项 inhomogeneous term

非线性项 nonlinear

L.U f
和 u无关

L 2i a 2 线性微分算符 linear dit p

Diu 2 u t u f
______ u f 不可能
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6.3.2 杆的纵振动

横波 纵波

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































杆上一点 X 在 t 时刻的位移为 UK tl

点ㄨ的应力为 Plx tl

PSox哥 SPlxtox tl SPlx tl

可 ǎ
i

Era
F ma

p哥 二 队 0ㄨ一二 架

Hooke定律

PK tl 二 Y 學
杨氏模量 性质均匀的材料

P哥 二ㄚ裂

Utt a Uxx 0 a E

麦氏方程组 波动方程

普遍性
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































受迫振动

PSOX哥 SPIXtOX tJ SPK tl 1 _

p器 PKtOXlt F

哥 一 à器 f a f

注 F

6.3.3 定解条件
二 阶 ODE 一 两个初始条件 initial condition

波动六程 哥 一 à器 f
初始条件 Ult 91 哥 4以

已知函数

给定弦上或杆上各点的初始位移和初始速度

边界条件 boundary condition PDE vs ODE
1 第一类边界条件 给定边界上的 U值

Dirichlet条件

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































弦的横振动 两个端点固定

齐 iiniUh 0 U x e
0

a b 非齐次

2 第二类边界条件 给定边界上的器值 即外法向的方向导数

Neumann条件

_
_̀

烈二一裂 哿 二裂 一斗 为

㕺

炎

哥

哥 二 n DU 录 三 n D

pSOX器 FH SPll OX tl

ox 0 0 FH S Y哥he
裂he ⅓ FH

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































F t 0 装he 二

自由端具有第二类齐次世界条件

3 第三类边界条件 给定边界上的 u 和哥的线性组合
Robin条件

PSox哥 kull t sple ox tl

ox 0 0 kU 5 Y裂be

1裂 u he 二

装 一影以1
如果弹簧已经有一定形变非齐次

思 k 0 k o

PDE
初始条件 IC定解问题

定解条件
边界条件 BC

Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































图 w

连接条件
Y Y

6.3.4 定解问题的适定性

存在性 三等分角

唯一性 电磁学

稳定性 混沌

定解条件不能自相矛盾

6.4 热 传导方程和扩散 方程
6.4.1 热传导方程
热传导

𣀳大一
下 Ti 下

不可逆

热流强度 单位时间内垂直流过单位面积的热量

热传导定律9 kDYr
温度分布

Q cm OT

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































热流强度 s x流强度 flux

能量密度 乱 xx 密度 density

V

5

一

订

V

能量守恒

cp哭 dr fidò MF ir
源 source

Gauss定理 - 79 di 汇 sink

cp哭 一 D lkDu F

Du 二 1裂 哥 哥

DĀ 二 哥 哥 碧

cp哥 一 录 k - 哥 k -录 k F

均匀介质 k c P都是掌量

哭 _à 加 u f 对Et噐 - a Diet

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































6.4.2 扩散六程

扩散流强度 9 杂质浓度分布 Ulí

E DDU t 扩散定律

物质守恒定律

1 裂 di bādōtl Fdr

裂 Dq F

录 一 DID Dul F

哥 - à D u f a TD

_

微观机制 热传导 扩散都是通过分子 碰撞完成的 一 输运

6.4.3 定解条件

初始条件 初始时刻的温度分布或浓度分布

Ult 9 F r E r

1个
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































边界条件

1第一类边界条件 将研究对象置于温度已知的环境中

Ubr 二 U li t i E 22
t
环境温度

2 第二类边界条件 在边界面上有已知的热流流入

哿hr 二 kqli tl IE 2 r n Du

qli tl 二 0 哥br 二 0

绝热的边界面 第二类齐次边界条件 对H弦 端点自由

3 第三类边界条件 边界面按牛顿冷却定律与外界交换热量

9 br blulon U cr tn rear

9n En Tu
热传导定律 9.1on 二 - k哥bn

哥 t h u
n

hu lr tl FE 22

h 卡

-维细杆 2 U 0

裂 h 人 二 0

1裂 thu ke 二 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































15

例 半径为 P 而表面熏黑的金属长圆柱 受阳光照射

阳光方向垂直于柱 轴热流强度为9 周围介质的温度为旦
写出这个圆柱的热传导问题的边界条件

ft iii 散热 bcu o
l

i e p

黑体 模型语言如质点惯性系 太阳可以看作黑体

牛顿冷却定律
- kurlpp t 9si n 9 blu 0

p

kurt b u o p 9 since oce ci

0 T 9 2T

6.5 稳定场方程

6.5.1 稳定温度分布和稳定浓度分布

哿 - àiu t
I

i u -吉 Poison六程
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Laplace六程 天源

注 f 和 BC与 t 天关只是达到稳定温度分布的必要条件
稳定状态不一定是平衡状态

U U

6.5.2静电场方程

介质中 D 15 p D xE o

É 上Du

线性 各向同性的均匀介质 151 EEITI

pu 一号 一一 自由电荷所在处

6.5.3 定解条件

三种方程

2i ei又 u flr tl Ua ailxx fcx tl
2t a DYu fcr t1
Du fliI

三类边界条件
第一类 Ulrit ½ f M t

第二类 烈k flM tl

第三类 u H哥 k fcM tl
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Chap 7 分离变量法

PDE 若干 ODE

y k y 0 2 C cos kx Gcinkx

y - My o 2 C coshuxtC sinhux

7 G e
MX G E

MX

7.1 一维波动方程

7.1.1 分离变量

定解问题

Ut a Uxx 0 ocxcl to

Uk 0 Uh e 0 t 0 B C

U t 4k Ut It 4M 10 EX El I C
一

已知函数

尝试寻找下列形式的 特解
Ulx tl ZKITIH

代入方程得
8M T H a 8 M T H 0

發 二 哥 二一入

与 t无关 与 x无关

Flx G H 对 x t恒成立 const

T f -1 入a TH 0

Z x 入81 1 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































代入B.C 810TH 8111TH 0

I.C 8 T10 9 x 8K T 0 4K

Tct 不能恒为零 非平庸解
2101 0 8111 0

Hi 41 1 α 8 x 461α 8 x 但 9 x 和 4 x 相当任意

1.2 本征值问题

8 Mt 入 8k 0

810 0 8 l 0

1 入 0 solution 81 1 Cxt D

代入 C D 0 8M 三0 平庸解

2 入 0 令 入 li lu so

solution 2 x Cushux Dsinhux

810 o C o

8111 D sinhul 0 D 0 平庸

3 入 0 令 入 M luso

solution 81 1 Cosuxt Dsinux
810 o C o

2 1 0 Dsinul 0 Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































非平庸解 sin ul 0 un 二 竿 n Ent

入 二 罕 本征值

8 x sin竿 本征函数

已取 D 1 T.CH中会包含 积分常数了

Un x t 8 x T.lt

或 2 入30

81 1 C cos Xx D sin Xx
2 0 C 0

2 1 0 Ds in A l 0

0

A l n T

入n T n E Nt

3 Xc0
Z x C cosh Al x t Dsinh AI x
2 0 0 C 0

2111 Dsih All0 D 0 8 三 0

7.1.3 本征函数族的正交完备性

8.1 1 sin 哗了

在 0， 17 正交

Znlx 8 x 1 三 8n x 8nA dx 6 s in竿 s in 罕 dx o

内积 cm n

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































完备性
fkl an sin竿 x E Co 17

an 二 导 fa sin竿xdx n E Nt

118 IX11 三 2 1， 2 1 6 sin 等xdx

18m x 8.1 1 sin竿x sin哭xdx Sun m n E N

s_ 品
下页

ㄨ y 1

n_n 2 ii 1 liknil
不

织品 无解

My Xy M XI y
客羡

detl M X I10

n
e

witJie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































类比

T Ā fr
fix

it
A A.eitA.eitA.ci tan Easi x

IAieieiei
o eiei l sin竿x sin竿xdx 8mn

合并 eiē 二Si

A Āē Ai 二 Āē an 导 falsinydx
类比

M A B L 2it 入

l 㶜 li i jiixl _______ 0

o I
本征值

My Xy 810 0

M X I y 0 8111 0

det1M X I1 0 齐次方程 边界条件
二 本征值 n个1 本征值 In个1

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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7.1.4 一般解

T t 入a ㄒ t 0

Tn It 华 T lt 0

Tn 二 An cos华 t t Bus in华 t

Unlx tl ZnlxlT lt An ws等 tt Bnsin华 t sin竿x

n E Nt

这些解一般不满足 I C

上述解叠加后仍然满足方程和边界条件

一般解

UIx tl unlx tl É 1A as 华 t Bus in 华 t sin

注 111 一般解不具有分离变量的形式
121 一般解不是通解 PDEt BC

B 911和4比1的解析性质

47.1.5 用初始条件确定系数

将一般解 Ulx tl 代入初始条件得

ÉAn in竿x 9M B 哔 sin 二 4k

An二羊 9lxlci xdx BE 异 4Msin竿xlx

Áii Āei Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































分离变量法 Fourier方法 驻波法

7.1.6 解的物理图像

UnKit Arcos华 ttB in 辛 t sin竿x

IBIE cos 华 t S cin竿x

Cnsin_kxcoslw tt f

wn 本征频率

基波 n次谐波

krx m T x 号 l m o l n

波节

弦上的一般振动是各次谐波的线性叠加

7.2 中方程 一维热传导六程

7.2.1 分离变量与本征值问题

哿發 - a幾 二 0 locxcl to

裂 0 裂 0 It 0

U to 911 411- 10 x 1

UK t 8 TH
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Z x 十 811 0 T Ht 入a TH 0

z 10 0 8'191二0

1 入 Co 入 M

2 Coshux Dsinux 8 MCsinhuxtMDcochux

2 0 0 D 0

8'111 0 Csinhul 0 o

2 入 二 0 2 Cx D 2 C

8'10 0 o

2'111

入 二 0 2 K 1

3 入 70 入 Mˋ
2 Ccosuxt Dsinux 8 MCcinuxtMDiosMX

2'101 D 0

2'11 0 Csinul o Ml n_n Mn 二竿
入n 竿 2 M co1竿x n Ent

所有本征值和本征函数
入n 竿 2 M co哶x n EN

7.2.2本征函数族的正交完备性
Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































红 1 cos竿 1 cos竿

正交

c 11， 11 fldx l

Ā 二 Aiei

I Áii Āei

多7.2.3 一般解

T Ht Xna'TH o

收 t 二

货志是动
É lasettB.si et cos

T 1H 入na'THI 0

T H 0 THI 二 Acētnàt A.é
哭 It

UIX.tl Unlx.tl Aot An état cos竿x

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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7.2.4 用初始条件确定系数

A t An cos 9

A if 961dx An二到 9 Mac竿xdx

如果 9M已经写成 cos竿ㄨ 无需算积分 9M 1 20哶

7.2.5 解的物理图象

tto

ulx tl A 二主 9Mdx
_ 绝热

初始温度的平均值

多7.3非齐次方程 与非齐次 边界条件
齐次六程
齐次边界条件

U 必 二三下H不篐函数

方程 非齐次 六程

非齐次边界条件
齐次化 齐次边界条件

化归
Utf ciuxx 0

1Uko 1 U x e 1 UIX tl Ux f t I

U1 41 Utlt 9IX
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































非齐次方程 y k'y fix

7.3.1 非齐次边界条件的齐次化

Utt a'Uxx 0 0Cx 1

Ulxo 二 0 Ulx e A sin wt t ol

Ul to 0 Utlx e 0 10 x 11

U x t vk.tl U K t

与 Ulx.tl 满足相同的 BC 尽可能简单

U A sin wt

Ux二 Vxt Asinwt Uxx Ux

Ut Vt t A w loswt Ut 二 Vtt Aw'sinwt

V1x to 0 vket A sinwt Asinwt
Ul to to 0 Iff to t Aw 0

Vxx àvtt 二竿 xsinut 非齐次六程

Vlxo 0 V1 e 0 齐次边界条件

V1 0 If It ㄨ

U lx.tl 二 Ai器 sinwt

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Vko 0 V x e 0

ii i 嚜
一般解 v1ㄨ t É Ancos华 ttB.si n华 t sin竿
代入 IC

É Ans in竿x 0 竿 sin竿ㄨ wA.ie
A 二 0 Bu 二 2器 uh

选择 U.lx.tl

431 Utt auxxflx.HUx o NTH Ulx e
UHUHo 91x Utlt o

YklUlxH Ux tItNT H UH

NTH7fVttGVxx fK.tl NTH UH 1T HI

Ulx 0 V x e 0

V1to 9kl Nld EHIMT x.lt to 4lxl

U x.tl 的选择不唯一 满足边界条件即可

Jie Ren, Sun Yat-sen University










































































































































ㄉ 7.3.2 非齐次方程的本征函数展开法

用相应的齐次六程的定解问题中所解出的本征 函数族来展开 U

丝

EE Aiē

E

-
Ā B

EA 0 EBei

F Bi
Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































1 dx

7.3.3 本征 函数族的选择
7.3.4 边界条件齐次 化的一般方法

α裂 一 βu x NTHI.fr Su ke 二 ŪH

UK t VK.tl t U x t

U x.tl AH XBH 或 XAH X2BA

例 Uk NTH U x e ŪHI

U ū UH ūHD

例 Uxlx ū H Uxke二 ŪH
U xū It 全CŪH NTH

4311 Uk NTH Uxlx e ŪH

U NTH XŪH
Jie Ren, Sun Yat-sen University
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4 矩 形区域上的
稳定者贫一 条件 没有初始条件

器 哿 o locxce ocyc d

Ulxo 0 哭 lxeo.co 2 d

1170 9k Ul a 4K co x e

u

怭

1uoto

Ulx y Z M Y y

昔 X

8 入 8 0 Y 一入ㄚ 2 0

2 0 0 8'111 0

本征值 问题

i 入 0 8 x D

2 010 D 0

z le C 0 平庸解

2 X 0 Z C cos Xx t Ds in A x

2 0 0 C 0

8'11 0 AD cos X l 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































f l n 下 n t N

小 二个哥 Zlxlisinixo n EN

引 入 0 8 Cash 分 Dsinhfx
8101 二 C o

2111 而 Dash𦉫 l 0 D 平庸作

Is in Lit xsi 2 Txdx ffnn.mn EN

U x y É YG EM

Y 一 小 Y 0 n EN

Y e e 73 或 Yoshi in his

Y An sinhfnld y B.sinh

yulx.gl二 Él An sinhf.ld yltB.si.hr sin Aux

代入 边界条件 以 二 Uh e

Éysinhrrfs in An x 941

É B.sih_dsin.li x 4区

A.siuhAnd 二 至fqlxlsiuf.xdxBniihl.it 二 至 Its sins xlx Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































ht U 二 flx n
u x aG Ulx e bGllu h_ 4M Usl d 4N

约法1 i 边界条件礻次化

U V u v b b a

关于 以 的方程 非齐次方程 齐次边界条件化 e

本征函数展开 法

纳法 2 U U 十 U

我 utju 二 flx gl
Uk 二 0 lt x e 0ln 1 4们 2 以 1 461

不以十不以 二

Uzk a 㕥 by
7 以1 0 2 以1 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































多7.5 平面极坐标系中的稳定场方程

边界形状

坐标面 如球面 1 con it

分离变量 - ODE 特殊函数

7.5.1 一般 解

iu 二 语 10㓵 十六哭
又

ˋ
n u

x pose 录 二叕 装录
7 psince 录

UP 4 R p I 9

方 PR It f R I 0

PPR I 入

p R p R 一入R 0

I 入 I 0

边界条件
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Ulp 9 2丌1 UP 91 单值性

I19 1T 814 fi自然边界条件

周期性边界条件

2 X2 0

2 4 2T I 9

1 入 co 令入 M Ms0

219 Ce De

Ce De Cen
2
De ulttz.nl

2101 中121T C D Ce t DEM2T

I 0 2 2丌 M c D u Ice Dē 可

C e 1 0 D e
M2 1 0 D 0

2 入 0 2 C D

入 二 0 I 1 1

3 入 20 令入 i u so

2 CeiM De
in

210 212丌 C D CeiM2 Dē in2T

2'10 I12Th iM c D in Keim Dé 呵

C e
i D 0 D e

i m T 1 0 D e
iM 兀 1 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































fiM
2T

1 M ME IN

Am二 m Im1 1 cosm sinm 简并

入m m In cosm sinm 了 m EIN 在Co 2们 正交完备

p2R.inp pRn'lpl mRn1pl 0 欧拉方程

广告 e niR.no

品器 niR.no

t 1up dt m Rm二 0

m o R 1 tl 1 Inpl
mto Rn 二 emt émtl p pmy

一般解 1六程 的周期性BC 不考虑 P的BC I

Ulp 1 A B lnpt pmlAmcocmdtB.sinm

pnlcncosm.ttDsinm

1， 1np p pni.scos.no

sinmoliInp
u o u n lu r j
u o u n f i

O4u o u 卡 后
空间是3 维 的 7

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































7.5.2用边界条件确定系数

圆内 Laplace方程定解问题

Du 二方录1 六癸 二 0 cpca ⅓0Ulp a F1
补充 Ulpoc 0 自然边界条件 p 0 天申荷

L B 0 Cn Dn 二 0

UP A 只 An cosin Bnsinm

A É Amcocm Bnsinm 1 F 1 Ā EAiē

A 二击 Hold 1 1 7T Ai 二 Āē

Am二剂 F1 cosmold Bm F sinmold

例 F1 It cos sin3

Cauchy积分公式

19
圆外 Laplace方程定解问题

又
ˋ u 語 1 六哥 二 0 Ipa
Ul a G1
补充 ubt co 自然 B 1 0 天电荷

L B 0 An二Rn二 0

UP 1 A 1品 cncos no D_sinmo

AotI Cmcosmf Dnsinmf GlolltAo Cn Dn

Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































环域 acpcb
边界条件对 x 轴有反射对称性 UP 一 1 UP 1

UP 1 A Bolnpt É Amp t Cmp
m
cosm

7.5.3 均与电场中的导体圆柱

-

__

渐近行为

p o E Eex

装 E 哥 o U E x U E pcos U
人
与申垫零点的选择有关

Jie Ren, Sun Yat-sen University










































































































































7

三 三

一

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Ep 二一 二 E 1 1 cos

E E 器 1 sin

P a Ep ZE cos Eg 0

注
1

1 一一

1 x

一二

zacoi

0 adf.ca cos 4àΣE.cos2 1

P LĪ4cioE.cosyd 2TeiSoE

2维电偶极子产生的申势 Eos

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































7.5.4 Poisson方程的 处理

圆内定解问题

ˋ u 语 P 卡器 ftp o 1pca

ulp a Fld

U p o uP f1 tU 1P
满足 Did p 1 ftp 1

ˋˇ 二合录 二 cpca
Up a G 6 三 F1 U P

例 ftp 1

u 二 或望
U 二 ¼ kty4 ¼p

ftp 0 atbk 2-yy
Uo qLx4yy 名 x

4
- y
4

二 年p 十号lxtyylxiy 1

二年p 吕p
2coc2

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































本征函数展开法

UP A.pl IAm cosm.lt Blpsinm

ftp.o a.lp t lanlpcosmftbnlplsin.nl

F1 x xmlplcos.no tRlp sinmo

pAo pa p'A'm pAm niAm

p'anp2BnpBn m Bn pbm

A a 二 α Amlal αm Bmla βm

P 0处 没有定义 Amlo 0 Bmlo 0 m EIN

A 10 1co
自然边界条件

习题

β f6 U B_d

I o 0 I B 0

7.6 解的唯一性与稳定性

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Chap 8 傅里叶变换法 20

1 Fourier变换

1.1 复数形式的 Fourier 级数

flxl 从 21 为周期 f x 21 fix

cos 哶 sin严 e
型 品

fix at Élan 哶 tb.in
正交 C l l
系数 a 二主 if15 d5

an if if191cos带 d9

b 二 十 lifts sin带 di

Fourier series coefficient

不重不漏 正交完备

完备性 汮方收敛 性

收敛 Dirichlet thm

奇函数 傅里叶正弦变换

偶 余 一

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































46 If e sin dx 9们 二号 fe 心等 dx

it

ttii

f 二 点 fei 筚

e
哶

e 嘢 三 Ice 嘢 心 㗊 f e d

218 灬

f 去年所1 édf nez

内积定义中 出现的复共轭 实函数 内积的推广-

1A12 ĀĀ
1212 z z

I K 人 - an f B R f
I 二 点对Pi

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































1.2 Fourier 变换

l o 极限

0

e
勞 I feignEZ k E K

州 超 he 哶 f 㮺 Fkei
Fihedk

f 二 点 he 哗

二 点 lifting 一

二 贰1点 Éfnēhgeih 事 ok

l o o o

信后 所 ehge idk

Me 二点 Efēdx
f 二 点 I Flhédk

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































对比

f 二点 he
哶

f 言 8
Fheikxdkf

二点 ffcnēdx Fck 二点 fǒfēdx

对称性 守恒律
㑏恒量

time translation gm conservation of energy
space

_____ ____ __ moment

rotational syn _____angular momentum

UN 二 _____ electric charge

eiwt eikx

f 一 Flk
或 Flk F H们 f F 版 7

1.3 二 维 与 三维 Fourier变换

FIT 二 点灬 I fne
ilidrfn

h EFuieili.li
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































1.4 Fourier变换的性质

fat Flh
11 a.fi x ta.fi lx a F.lk it a F.lk

2 微分定理 如果 fl o f 1 o f to 0

则 f x Cik FCk

吐
fk 言 fine ikxdx

言 flxleihyi.tt ofaie ikxdx
ikFCkI

3 卷积定理 f x f x F.lk F.lk

f x fix 言 of191flx 9 d9 言to fix 5 fi15719
用于由像函数求原函数

141延迟定理 flx 9 e ik9Flkl.SER
5 积分定理

如果 boflxldx 0 则 9MEfoflgd9 管
6 相似定理

flax 赤F1会 a

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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8.2 无界弦的自由 振动

无穷长的弦 在 较短时间内 边界对所关心部分尚未发生

相互作用

8.2.1 Fourier变换法

癸 - a癸 o _ocxcto to

Uh 4 x ocxc 0

裂 to 二 4M l ocxc io

Ulx o
0 裂 0 Fourier变换的条件

t E o o x E - 0 0 应该对 x作Fourier变换

ulx tl Ulk t 9k Ilk 4M Ik

言 哥eikxdx 一器 哭e ikxdxo

ulx t 7 - e ikYllk tl 有界弦 U 8 7TH

t tk àu
Uk I k 到 to

二 Ikl

Uk t Ilklcoskatt Ilkl sit
UCXtl FYUk tl 言 Uk t eikxdk

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































FYI lklcoskat i 言looIklleihlx.at teikktat dk
k9x atl 4Ktat

JFIk1Sit FY tEk oskaidi F Ik coskai di

4kg
T 4N_ni dT

去hi419119 去 年5119二 ibiǎt4191dg

ulx.tl ifelx.at 4 x at t 去kǚ419d9
达朗贝尔公式

若 4M 0 Uk t 主 4 x at 9kt at

尚右传播 向左传播

有界弦 天界泫

U 8M TH 分离变量 u eikXUlh.tl

Ulx.tl E THEM ulx.tl loUlk.tleikxdk

思 用延迟定理线性定理 F Ilklcoskat
__________ 积分定理 F I161器

8.2 行波法简介

1十1维

录 à u 0 寻 a 绿 a u

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































9 x at y x at

录二子 哥哥

录二子 录录

器y
o

录 0 岸 f 5 U ffsldstglyl
f15 817

通解 Ulx t flx atltgl.it at

f Mtg x 9 x
a fly tag 1 4x

思 1 六程没有解出具体函数

2 x_x t y a t i

2i a u o

通解 Ulx.tl flx.at glxtat
a i t y

2J u o

U x y f 十9121

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































8.3 S函数

8.3.1 定义 -

X 轴上 x a处有单位质量的质点 质量线密度

k x c 立 1 x alcs
0 1x a l s s

豳

8 x a dimSslx a

定义 一 Six a o x a

o x a

fflx aldx 1

S函数是广义函数

把S函数当作某种经典函数序列的极限

S函数的量纲是其宗量量纲的倒数

ex 天量纲

841有量纲

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































8.3.2 定义二

对于任何连续函数 fk

lo flx S x a dx f la

积分中值定理

fabflxlglxldx fcslfbg x dx
E

ofMSlx aldx I flxiflx aldx flatos I gcx a dx
flat so flag

了维 fin Sli āidr flā

8.3.3 S函数的基本性质

1 若 怭 为连续函数 则 fMS x a fla 8 x a
2 X8 x 0

3 偶函数 8 x S x

4 8 lax 去181 1

思 主导 求异 Sa

ON

奖 sgnlx 20 x - 1
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































8.3.4 8函数的几种表达式

1 SN 二 t.feikx.lk
2 8 x im 幾

3 Slxl 二 lio PoM Pok 言0é Gauss分布

4 SN lin.Pbkl.in kl 二 5乒 Lorentz公布

5 SIX1 U x ON Heaviside 阶跃函数

1 JM的Fourier变换为

1k1 言Eflxlēikxdx 言

Jlxl 言fdkleikx.lk 去Éeikxdk

akl 言losalxle
ikxdxif.fiéikxdx 言管 去

Salx 言loakleihxdk Σ

2
Ski 言kin Oalkleikxdk 言 liim.iiim.liOak eikxdh

言dinoliim.liackleikx.lk

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































二击blieikx lk二六tinoliuskx lk 二 惢 幾

3 ㄨ 0 li Polxl 0

x 0 timPolxl 00

4 任何概率分布取其宽度趋于零 子函数

5 fofMolxldx fMOlxllio 1
0

th Oadx

f 0 Fixldx
f 0 f 10 flo

8.3.5 8函数的导数

ÉtxlS k aldx fial

8.3.6 复合子函数

849D 言赤 8 x_xa

坐标空间 动量空间

原子 原子核 尺度 能量 对撞机

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































8.4 无界杆的热传导问题

哥 一 a器 t c ocxco to

U t 9K 一 ocxco

8.4.1 无 源问题

哥 一 a 裂 0 c ocxco to

U t 9K 一 ocxco

对 X作 Fourier变换

ulx tl ULk tl 461 ICk

ttkàu o

uh 二 2161

Ulk tl 2 k e
kit

不 4T
4y F e

k
言foe hiiteikx lk ffékitcoskxdx

- 兹 e

ux tl _lilslē d9

特例 9M 81x_x ux tl 方 ie 器

总能量守恒 只要 to 杆上各处的温度均不为零 较大之后合理

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Chap 9 正交曲线坐标系中的分离变量
多9.1 正交曲线坐标

-
系中的 微分算符

X 7 7 坐标线 x const

主

坐标线和边界重合

xt 心 O_o
x 71 p 0

⑪
- 111
r con t

一 7
Z const

r 0 4 p 0.2

正交

ds 二 点 8m dxndx
度规系数

又in 二点主录 158

g detlgnl 9
ˇ

9 n
ie 8 8 ˇ 8

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































ds dxitldy dzi

1
dxdxto.dxdyto.dxdtto.dydxtl.dydytodzdzto.dz

dxto.dzdytl.dz dz

名

ㄨ rsi 0cosy

y rs inosine
Z r cosO

ds2 d r r'do t r's in 0dg h l ho r he rsin9

8 二 raid 8

g let 8m r4sinO

Du 二 季录 rgg

二fine录 ri.no tino 是 rino 六

赢 录 lriinoo

二六录 r fools in0 忐 器

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































信 品

ds dp t p de dz Chp 1 he p h 1

生 二 1 i

8 det gn p

Du 二寺录你 8

二 方录1 十方录 p六 古录 p器

_

靠爨 产器
器

ds 8nu dxndx
了维欧氏空间 x 7 21

11Q q

p 9 z

原始人 穿衣人

弯曲空间 弯曲时空

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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9.2 球坐标系中的分离变量

9.2.1 Helmholtz 方程 亥姆霍兹方程

2in a D u 0

U V LEITH

UT a Di T 0

ˇ尘 岳 k

D v k'v 0

T t k'à T 0

T k'aT 0 T e
1k'at

不是波动

2 u a ㄡ'u 0

U UH TH

D'v t k v 0

T k a T 0

T k'aT 0 T re'kiat 不合理

又 u 0 Laplace eq
D k u 0 Helmholtz eq
ㄡ'u p Poisson eq

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































9.2.2 Helmholtz方程在球坐标系中的分离变量

六录 r i.io录kino to 裂 1in 二0

U R r Ylr 0

卡录 r R 1以 Y fo 是leino.R
t Fon R器 k'R Y o

最

k r R k'r 有录kino 十六 発了二入

r'R 2r R't k'r 一入 R 0

亩 sino to 発 入ㄚ 0

Y10， 41 H10 Ile co

入 器

卋lsinotlci otltxci.io H I M

有录 si 0 小 器 H 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































2 tu I
I 9 2T I 91

本征 值 问题

M m
² I 191 e

in9 e
ime了 m 0 1 2

将 u m
² 代回 X cos 0 H10 P x

表 1 - x 奖 小 器 p 0

P 1 0 1m 或 1P 1 l c o m 0

自然边界条件

连带勒让得六程 Associated Legendre equation

若问题的解与 4无关 m 0 轴 对称

1 - X 步 XP 0 Legendre六程

Ipl Dk 0

习题 Sihvòdinger六程

一器D ut VMU 二 EU

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































9.3 柱坐标系中的分离变量 对比球坐标

in 二 方录 六哥 器 cpca

α 2put β4 p a
二 0 也可在上下底加齐次BC

或判天限长

Up 4 z R p I 9 2 2

古 PR IZ 古 RI 2 RIZ 二 0

吕吉 PR p至 二一 二 u

I M 2 0

219 tin 2191

u m ² 2 4 cosme sinme m 0 1

吉吉 PR 一共 二一至 二一入

2 一 入2 0

方吉 PR 入 一 R 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































边界条件

α R a βRla 0

R 0

本征值 入 0 S L本征 值问题一般 结论

入 0 X F P R p 21 1

2 文 7 1 - y o

m 阶 Bessel方程

X o p R pR - m R 0

R p p p mi cm

1 1up m 0

BC α R la t βRla
当mto Rlp p mat βa 二 0 不满足

当 mio RIP1 - 1 β二 0 第二类齐次BC

212 1 21

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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Chap 10 二阶线性常微分方程的级数解法和一般本征值问题

一 阶线性 ODE的解可以用积分表出
二 极少 一 级数法

1 常点邻域 的级数解法

y M PMyM QK

y p x y 9 x 7 0 10.1
I 6
已知函数 x 看作复数

IC y X G 7 x C 10.2

方程的常点和奇点

plx 961 在 x 解析 方程的常点

极点本性奇点 奇点

正 如果 PM和9M在圆1x_x KR 内解析 则在该国内存在唯一
的解析函数yk 满足六程 110.11和初始条件 110.2

系数解析 方程的解解析

P X É Plx xpk qlx Éqklx x lk 26 Éaklx xlk

代入方程得 一 - Pin an x_x k 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































所有系数为零 解出 an

G C a C az az

补充 111已知 一个解y M可以将第二个解名 用积分表达

7 1ㄨ 7 1 fyet pludv
2已知齐次六程的解 7M 2M可将非齐次六程的 一个特解用

积分表达

y M pMyM 9 y x flx 7 7 y y

ㄚ x 7 ytdu y ly tt du

10.2 Legendre 方程及其本征值问题

10.2.1 Legendre方程的级数解

1 - x y - 2ㄨy t dy 0 x cos0

p x
- 兴 q x

x 1 0 奇点

二 常点 1ㄨ ㄑ 1

y 1 Éanxk

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































y aotaixtaixitn.takxkt.ee Éoakxk

y a tzax 3azx ktDakt xkt

y 2a t6a xt k 2 ktDaktzxkt 二 k 2 1ktDannX

y x Ékakxk xy 二 Ékakxk

y 4 二 k k Daaxk
舙Elk

2 1kt11aezxk 二 Élk 21ktDanxh

7 二 Éklk Dan x
k

É Ck t ktDante k ktDak 入an 0

anti 二 lilnoan.h o.in

a a Gat

azka.ta3as t.it Azkti

yK G 7 x a 7 x

7 4 ÉGkx2k 7M ÉGkt x

收敛半径

dim.nl 二limolckbi.it 1 l R 亩
高斯判别法 y 1 11 0 y 11 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































7 k1 - In亦
y x - In兴

Parity 7 x 7 x 对称性 离散

pyM ytxl
㥓Py x 7M 偶函数

Pylx y 1 奇函数 -
2

一 一 偶

10.2.2 Legendre 方程的本征值问题

自然边界条件 171 1 1 co

y x YM 不满足这 一条件 唯一的出路是让它们中断为多项式

入 l l 1 l E IN
入 2n 2ntD n EN aznt 二 aint4 - - 二 0

xl为2n次多项式 Y 1 D 0

入 zntl 2n12 nEIN aunt Gents 0

y 为 2n 1次多项式 7 D 0

适当选择 a 或 a 使 au 二
2箭 l E N

l 次 legendve多项式

P x ǏÉi ninicnuint 1 EN

Pe

X l l 1 y C Pe x GQnlx Qe x 有 In11Fx 奇性
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































10了 正则奇点邻 域的级数解法

y Xt pCXy'M 9 y x 0 110.1

PD EEPklx x.lk 9M 言 9k1x_x
k

Y D 二点 1nalx x.lk yixl 二点balx x.sk βy kl In x_x

正则解

2 x É aklx x.skt la

yzlx Ébk x_x kt
βy x In x_x b 或 β 01

T Fuchs 式110.1在 X处有两个正创解的充要条件是

x_x 1plx 和 x_x 91 在X 解析
正则奇点 regular singularpoint

S s 指标 Res Res

S s 0.1.2 第二解必定不含对数 β二 0

S s 第二解必含对数 β 一

S 一 SEIN 第二解可能含对数
也可能不含 b

y 1x_x 代入六程

领头阶 S1S D x_x P s x_x q x_x o

S S D P s t E 0 s s

先不考虑对数项 如果得不到线性天关的第二解 再加入对数项
Jie Ren, Sun Yat-sen University
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10.4 Bessel 方程

10.4.1 Bessel 方程的级数解

y 女 y't 1 一器 y o

v Bessel 方程的阶 可以是复数

P 文 91 1 是
二 0 是 正则奇点 0， 0 奇点

y x5Éakxk Éakxkts

7 Élkts kts D anxk

7 二 kts kts Dak

1
É ˢ

y Éakxkts
2

v27 二 一 Évian巡

ㄨ 7 t x y't x vyy

忘 Clkts 一 v7akxkt Éauxktst2

s 一 V a x t s 1 一 V7a X

t I 华 5 以 ai 断 Éaaxktsta
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































l t s k s 2 k l 2

s v7a x't s 1 v7a x't

言 C k S 2
2 V2 aktz tak x k

t

a 0 52 U 0 s V S V

S S 2v 若 v 不等于整数或半整数 无 对数

S V

a 0

aktz cktvGrE
cki2KGTAzkt.IO

k EN

a.in 二 一 ii器

7， 41 É 1
2靠 心__ x

取 Go 二 vi

兀 ㄨ É kii.vn 1
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































V

将 v换为 V 仍成立

IN

glx C 无人八十 GI M

X 支点

I x
ˇ

IF it
收敛半径 f

TL fit dt

ㄏ 1 1

厂任 A

厂化 1 X厂们

ㄏ n 1 n

ㄏ10 从 1 ___ o

ㄏ12 ㄏ11 - 2 sin丌2

4日 器 礐
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































10.4.2 半奇数阶 Bessel方程

兀 和厂 仍 线性独立
为 初等 函数

10.4.3整数阶 Bessel方程

V ME IN S 5 二 2M

m o 第一解 7 x T.M 第二解必包含对数

ME IN y M 不 lxl

V m s M k 2 1k 2m 2 akn ak

2 x βTmlx lnxt Éakxk

72 x Nm x Karl Neumann 1832 1925
John von Neumann 1903 1957

Tmlx inlyktmJ.nl
x k Em 1 对

杰EY

无

会

贡献 求和从 k m开始

T.nl 二 Ék 1 in im器 1

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Em x 1 Jnk

N x T.MoiniaiT.int

V N 时 吕 用 L'Hospital法则

y X C T X GNu X

VEZ 类比

ay by't c y o

y eˇㄨ代入得

a v2 but c o v v2

y Ge 以 theˋˊ v v2

y G e
Kㄨ c

9笑一 cn K

Ge
ㄨ C x e

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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10.5 Sturm Liouville 本征 值问题

10.5.1 Sturm Liouville 本征值问题的一般提法

y x P x y x Q x 7 x 0

y x P x y x Q X y t 入p x y x 0

Ckk
d癸 9 x y x 入P x y x 0

ky k'y't o

告 Pa klx eh P 5 19

入 eigenvalue y eigenfunction

1 第一 第二 第三类边界条件

7 入7 0

1α7一 β7 1 e
0 187 8y x b

0

α β 8， 8 0 α 和β不同时为 0 8和8不同时为 0

k x1 1 91 0 pk 1

2 自然边界条件

表 11 划桨 入
yo Legendre q

y 1 co

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































x 一 是 一1 入xy 0 Bessel eq

7 2ㄨy'tXy o Hermit eg

一般来说 端点 a处出现自然边界条件的充要条件是 klal 二 0
b kbl 二 0

y Nt 箭 y人 yN o

3 周期性边界条件

如果 kcal 二 klb 9 a 二9lb pla p b 可加周期性BC y la y b

y'al 二 y1b

y Xy o o C x c n l

y10 y 2丌 y10 y 2711

10.5.2 Sturm Liouville本征值问题的一般结许

炎Ckk d癸 9 x y x 入P x y x 0

k x 0 9 1 0 pk

1 所有本征值都是非负的 即入 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University










































































































































证 yyxǎfkk炎
9IDyklylxltxplxlytMykloxfipNIyMidx

fabqMIyiyidx f.by kN dx

9Mlykidxtfbhlxllyxlidx klxlyyxlykllǎ

k a yYa y a k byyb y bl

第一类 BC y la 0

y a 二

三 αy'lal Bylal 0 kla y tal y'la kcallycall
自然 BC klal
周期性 BC 右 二

一

一

来

一

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































yǎM kM奖 9Myikl x Xnpk出My x 0

YuKI kM幾 7 qlxlynlxlynaltX.pk YnlDYik 0

一

入n Xnlfabpixlyxlyikldx fbsy.tk7 y.lk dx

二 kMCyiyi y.la
ryilblt Jy b 0

焱然r不 b 8yǔlb

detM 0 yi b yilb yilb不b 0

Ā EAieiMMM

t gA.nl
Tei

世界是稳定的

能量有下界

能量有可加性

Mathematica
Bessel 方程有 In 的情况

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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Chap 11 球函数

11.1 轴对称球函数

ˋ u o 回顾

U RIDHeh
I 1 eim e

i 了 m E IN

11- X 器 A 器 P o

P1 D 0 m 0 或 P Dlco m 0

轴对称 解与 无关 m o

11 - 4 入P

P1 111 co

X ltD PK Plxl lfIN

r R lr zrR lD XRCH 0

RID 419 前3

轴对称问题的一般解 球对称柱对称 轴对称

Ulr 01 É Aer 品 lekos01

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































11.1.2 Legendre 多项式的基本性质 Mathematics

PeM 二 c Dkzeiiitz.mx l EN

1 奇偶性 Pel x _D'P x

2 原点值

Pint o 0 Paulo 1
2管 n EN

1不
品的常数项 k 2n 11 2n

3 端点值

Pell 1 Pel 1 D
4 P ㄨ 1

P x X

P x 主 3ㄨ 1

P x 㐋 5 3_3

P x J 35ㄨ4 30ㄨ2 3

5 零点 1 个

图

Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































11.1.3 Legendre多项式的微分表示

differential representation

Pa x tiflx2 1
l

P 1 l

11.1.4 积分表示

11.1.5 Legendre多项式的正交关系

11.1.6 _______ 模

LiPellP x dx 11PellSii

正交关系 只需证 fix PelDdx 0 k ce
Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































设 l l Pek Pik
kÉ xkPelxl

lkcllfixkP.ly二 击 lixhfcx2

lidxi.xh.tnar Dlli i.li xhd.ciD'dx
二 一

二 Hǎtlilǎxh li Ddx o kcl

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Ii PeMPilxidx 忌 See

11.1.7 广义Fourier级数

fM ÉfePM 1 x 1

f 型 Lifkipelxldx 1 0， 1， 2

例

1 1 P.li É1 1 品iniyPnlxl Kx 1

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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11.1.8 Legendre多项式的母函数

DUCT 4TSIXSly 812 11 DU lil

plíl 二 4TSo8118141812 D
uiil 二 彘 前

Z 八
二 anf Q 4Th

or
Uli U v01 至 AelPalos o

1K1

1Fotn É AeUP last Irc

1 Irt É Aer Ae l all 11

Fn É r'PeM Irc

Fir 二 É在PM V 1

11.1.9 Legendre多项式的递推关系

121 1 P x 1 1 Pit lxl 1Pa x

21 1 Pelxl 二 Pit x Pi x 很多

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































11.1.1 应用

例 1 已知半径为 a 的球面上的 电势分布为想 球上
电荷 求空间各处 的电势 零点取在 00

Ta place方程

D u 0 crca rs a

Ulr a f10 U r o
0

定解条件与 4无关 轴对称问题一般解

U Él Air 器 Pecoso

U É An rep lo io
代入 ra 边界条件 eA_aPloo_l flcg

EAealP ly gxk
x cos 0

Aea
2些 liglx Pelxidx 2些 710 pelcosolsno do

Ae 得 球内电势 U

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































U 二 É器 Palos0

代入 ria 边界条件 É岳 Plo so flo

器 二 Aeae

特例 f10 050 x

P 1 P X P x ½ 3ㄨ2- 1

X 二 号 Pzlxlt ⅓ Pk

A 二⅓ A ci A i o i 0 27

号 二⅓ 县 二 号 Di o C i 0 2

球内 U r o ⅓ 言 rp co so

球外 Un r 0 二号卡 ⅔㫖p co so

例 2 在均与电场 E 中放入半径为 a 带电为 Q的导体球 求放入

导体球后的电场分布

1 物理分析

2 建立坐标系
3 建立定解问题

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































fiinnnn.no
0 a

上

1

0 ma

Ulva 二 U

lr.at f ds 二是

Ulrt Eorcoco U Eoz

4 求解定解问题

U É Air 器 Petcoso
Á B Ai 二Bi

代入 Ulvso ÉAir'Plus0 E.ro10 E.ri.to so

A E Ae o 1 11

Ulr d Eora su t É器Plcoso

代入 Ulra E a Palos0 器 Palos0 U U.Plus0
Jie Ren, Sun Yat-sen University









































































































































B 二 d a B E ci B o l 0 11

ulr 0 E rcaotfc no 9

球面上积分 dS cisinodode

fcoco cisino dodg o

r at
一 dS hat 一笇 cicinoddd4 4Th a 二 是

ulV 01 - E rcosot 率 cosdt 彘

5 结果分析

原均匀中场 电偶极子 导体球带电量Q

Q 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































29

分11.2 一般 球函数

11.2.1 非轴对称问题 连带 Legendre函数

11-划桨 入 一 器 P 0 1 1

P1 1 o m 0 或 P 111 co m 0

P x 11 - X4号 x

代入州得

1- xyy - 2CmtDXy X M m D 7 二
Stig m次

11- x7 f - 2xf 入f o

y f
m
x

入 l l t D l m Mtl

Pi x 1 -4动型 x QiM
连带Legendre函数 Associated Legendve function

m 事先给定 1 m m 1

土1是仪1的正创奇点 两点的指标都是土是

y x - 1 x 1 x
m

11.2.2连带 legendve函数的微分表示

Pikl ¼ -ㄨ
是

dit li D
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































11.2.3 函数 Pink
m m 六程不变 Pilxl α Pix

Pi M 1- D 华器 Pix

个11.2.4 连带 legendre函数的正交关系

11.2.5 _ __ _ _ _ _ 模

LipilxlPixldx ǎm 异 See

11.2.6 广义 Fouviev级数

Āziē
An_n Tei

11.3.7 连带legendre函数的递推关系

Jie Ren, Sun Yat-sen University











































































































































11.3.8 球谐函数

Spherical harmonies

2 302 0

Y 0， 9 H10121 之前已解出

本征值 入e 111 11

本征函数 Pilcos0 e
i ēim mo 1， 2 ie

Piccolo e
im

m o 1 2 l

一个本征值对应 21 1个本征函数 简并度 21 1
对HODE

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Ā EAE

Hi

Laplace六程在球坐标系下的一般解

Ulr 0 91 ÉÉ Aem v1 然 Yen lo 9

l o s

l 1 p

1 2 d

1 3 f

方程有球对称性 5013

U r 0 4 R r Yim O 9
对称性 能级简并

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Chap 13 Green 函数法

13.1 Green 函数的一般概念

线性偏 微分方程

Lu f
波动方程 L 录 一 à D

输 运方程 L 2 à D

Poisson方程 L 72

Helmholtz方程 L 74k

Lu f u L'f
例 u f u fadx

L L dx

L u f i G.ci dx U G f dx

u G t.ro flridro 艾永逸

L G F 8 S F ro

Lu L G IT Hflridri G flridro

S r ri fr di flrl
边界条件 适当

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































点源影响函数 天界空间的Green函数又称为基本解

如何解 7 pMy 9My 8M 7 x 8 x

y ½ Ixlt Ax B

例 i Poison方程 D Uli flri
D GIT ro fli ri
r 0 时 Gli ro o

i点
楍 库个定律

U It 4 lt dro

含时问题选读

413.2 稳定场六程的Green函数法

13.2.1 Poison 方程的基本解

DU Ii flil
DGlr ro S i E

3D G i i o I r to

Gli E 二 Fn
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































PI 今 R r i R IRI GIi ro 二乘
孤 品

foflxldx 1

DGITro k录 R碧 o o

二 亩数 R 赤 0 k
从 r为球 心 Σ为半径的球 Ks 其表面记作Ss

kiGli ndr fp DFldk fs pl dó kid 0

二 - 1Gauss定理

MuDE dV lEd5

2 DDGIT fi S18- pi

G1 t lnli pil t lu卡

势 力

417 六 六 八

3D 广 亢
2D Inp 方 义 文

1D G K x S x_x G x X 0 xcx

X_X X X

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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格林公式
多13.2.2 第二 格林公式

O_f

2Dbluiv
VDuldr fsluDv uDul.de lun v

d0D.luDvDu.Dv uD'v

又 v Du Du.Put v7 U

一 u D'v_v D'u D.lu 又 v_v DU

Gauss 定理

Dudō 二 哥 do

11.2.3 Poisson方程第一边值问题

D Ulr f IV FED

U r s 9 i

D'GCF.ro f i ro

G t.ro U T

G 又 U_U D'G Gftuflir.lli.ro
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































积分

k G器 - u哥 do - bGlririflrtdrtulro

Ulro Gli roflri li

Glriri 等 do

未知不 点 1第一类边界条件

Gli E lres 0

Green fan 满足下列定解问题 辅助线

D GIF ri Slr ri r r EP

GLF ro res
0

ulr Glr roifcrilr ecr72G dr

Ulr GCr i fcr1 di - 1 91in di

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































13.2.4 Laplace方程第一边值问题

D'U r 0 FED

ucril 915

f r 0

Uli helri 26h do

D m G Sli

Gn 卡

Yukawa 汤111

Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































13了 特殊区域上 Green函数的制作

求解 Green函数的定解 问题
镜像法

13.3.1 球内 Laplace 方程第一边值问题

D Uli 0 r ca

Ulrllra flo 9

D Gli ro fli rol r r ca

Glririlr a
0

一 电势为零的等势面

R

a 1 iii
Appolonius circle 二 点 二号 k 言

GIi it 二 品一品

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































只要取 r 二台 2二台 则 glriro la 0

13.3.2 上半平面Laplace六程第一边值问题

D Uli 0 ocxcto ocy to

UlTIly 9M
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































ㄨ 701 从 7

________

品

Gl nli poltt.lu i pil tniii iI
哥1一二 一哥1 一 并 赢

Ulx x 养É ftp.ˋ 1k

y T1蕊 SIX x
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13.3.3 圆内Laplace方程第一边值问题

iulpio.pe a

UP 1 a f1

D618 S18 E pp.ca
G10 Pile a

0

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































球1圆内 上半平面

2D 例 3 例 2

3D 例 1 习题

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































豳 𡚸

1 复变函数 Cauchy积分公式 取实部虚部 Poisson公式 2D

2 分离变量法

3 格林函数法

Green 函数法

1 写出 格林函数满足的定解问题

2 求解格林函数

3 将原来定解问题的解表达成 一个积分

善

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Chap 12

Laplace方程在柱坐标系下分离变量 回顾

加 卡剥到十六器 器

U RIP I 14 2日

是龀器 8至 二一 垄 M

市景区第一朵 二 叁 -入 1侧面加 B cl

litmt
f 2

一入 2

䄍 㗳 1 小 影 R

X ftp R P zlx Besseleq

y t f y 1入 一岩 0 m E Z

St 形式

杰 x资 一是7 入ㄨy ocxcal

lylol lm z in 或 以水 m a y a Plato
自然边界条件

柱函数初步

Jie Ren, Sun Yat-sen University










































































































































Bessel方程

y 女y 1- y 0 Rev so

-

ㄢ121 柱函数的基本性质

12.1.1 原点附近的行为 奇点附近的渐近行为

不 ㄨˇ Nuk Cㄨˇ G ˇ

兀 0 不 0 Nv o Rev so

厂 1十 邻 1 N 一异 In兰 o

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































个12.1.2 递推 关系

Z.M 不k Nu x H Hi'K了

ㄨˇZ k x Zu x x Zuk _ˇZu x

Z 厂 T.ly 二 iiu.tl
ㄨ 下̌ 二 点 器 器
ㄨ下̌ Éhktulki箭 i 登器

ㄨˇ不二 器 器

V 0 jlxl T x

ITMdx Elxl C

Zv_ x Zut M 第Z.M Zu k Zut X1 2Zilxl
柱函数

12.1.3 渐近形式
0 eix

非正则奇点
ēix

COSX

sin x

Jie Ren, Sun Yat-sen University



































































































12.1.4零点
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































柱函数 Z M的任何零点 x 都是简单零点 只有X 二 0 可能例外

Jule x e'ˇ Juk xx

lxi.li

兀 x 有 天究多正零点 第一类BC

Ji x _________

Rolle定理

12 兀 和在 M的正零点是两两相间的 如果 v3 1 则不M的最
小正零点更靠近原点

x 在 k x 兀 1

3 AT x BxTIM有无穷多个正零点 其中A BER 且不全为零

4 Nuh 有天穷多正零点 而且与兀 1的正零点两两相间

15 当 v 1 不化 的零点都是实数

Jie Ren, Sun Yat-sen University









































































































































12.2 整数阶柱函数

不M 二 Éinilypktm
Tmx 1- 1 石 x Nmkl 1-DNnlxl

12.2.1 对称性

Tnl x - 1 Jmlx 不 x 的奇偶性与 m一致

ㄢ12.2.2 零点

一一
sinkx o

12.2.3函数图像

Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































12.2.4 母函数

e t
二 点 Tmlzt ocltk to

立言 后 _ A 一不 2 t 二 Tint t

12.2.5 加法公式

Jmkty 二 点在MTmnl7

12.2.6积分表示

t e

eixsin 二 点 不 x e
im

石 y 击后 fix e
im d 并 cos xsin m d

1不必1 I x EIR

12.2.7含 Bessel函数的积分

Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































I ē 厂 lbx dx a b o

1 eaxlt.lieixsi d dx fun

12.2.8 本征值问题

ock.sk c

X 二 ki ynlx 不lknxl n 1， 2

Jie Ren, Sun Yat-sen University


































































































































y 女 y 入一 y o 8 入 8 0

y C Tmlkx GNmlkxl 8 C sinixt Glo SAX

lylo co y la 0 810 0 811 0

y CTnlkx 8 Gsinix

y a 0 Tnlka 0 8 l 0 sin Al 0

入n ki n 1， 2 An二竿 n 1， 2

本征函数 y 1 Jnlknxl 本征函数 8 二 sin华

yilx y M N fi 18n 8 Sum

flx É f Jmlknx ocxca fix Éfn sin华

f 铋㤁TFMnlknxlxdxfn.it flx sin严 dx

下1kix Jnlkix xdx 1Tnknx11S

多12.2.9本征函数的正交关系

12.2.10 本征函数的模

12.7.11 广义 Fourier级数
Jie Ren, Sun Yat-sen University



12.2.12 应用

_

一

一

Jie Ren, Sun Yat-sen University



12.3虚宗量 Bessel函数

y 女7 1 y

y 文7 i y
令 t i x

y Zulix

lot
齐次

l12.2.1 虚宗量Bessel函数 一

变型 IModified Bessel functionl

I M e
iˇ 兀 ein x

IN 二 Éktunl

I 10 1 Im o 0 m E Nt

xˇI.K xˇIu x 表 ˇI 1 x Iutik
Jie Ren, Sun Yat-sen University



12.3.2 虚宗量 Hanke1函数

第二类虚宗量1变型 Bessel函数 Bessel I Besselk

K k
2意 In M IN

Klxl i i n e iˇ Hi ein2x

假设 Rev 0

V IN x 0 Iulxl 0 Kk to

V ME IN x 0 I x 1 Inlxl 0 Im EIN Kk to

0 IN ˇ

ㄨ o KM ˇ

12.3.3 渐近形式

Jie Ren, Sun Yat-sen University



12.3.4 应用

Jie Ren, Sun Yat-sen University



nǎinini
Gauss

Weierstrass

㗊㗊

Klein

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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Wir müssenwissen Wir werden wissen

We must know We shall know David Hilbert
Jie Ren, Sun Yat-sen University


