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为什么要学习这门课

概念是怎么来的
升级数学的武器库

为什么要学习复变函数

The shortest path between two truths
in the real domain passes through the complex domain

一厂 Hadamard
域 domain field

先直译 比喻

虽然要解决的问题是实数范围内的问题 但是最简捷的

途径是用复数作为工具

_i
竖线

fkl
降维打击

t HE

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































复数的特殊地位
- 1 二 0 N IN避免 误解

十 1 0

Xt 3 0

2 - 2 0 R
2
1 0 0

3 txt 1 0 是不是还要扩充

从小学开始

代数基本定理 n 次代数方程

问 推导 了次代数方程的求根公式

1545 Italy
存在根号

x 1二0 让它有解
- 不用再扩充

不可能再扩充 丰 四会数

fzxtiy
f_slx y tlcx gl

每扩充 一步产生伟大数学家 大家有没有想过
三亓 数 欧拉高斯

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































3维空间中的点

规则 能作 四则运算的数

四 六数 放弃交挨律

如何引进的复数 x2 1 0

三次代数方程求根公式

思路

推广实变函数

kifxldx fifdz 1
实变函数没有的性质

不太好 提出条件变好

Chap 1 2 3 4

积分 级数

应用 I 二 孌 dx

按讲义的顺序 t

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































Ch 1 复变函数 与 解析 函数

1 复数 上升 一 个高度去理解

1.1 复数的定义

z x i y 代数式 X 7 EIR

Retz Imt

Ē z x_i y

1.2 复数的四则运算

trivial 勾股定理

Pn iizitzee
Z 72 X x y y ti x y txy

四则运算 封闭性 交换律 结合律 分配 律

乘除 x 7 1 x2 ya

理所当然吗

恩 w xtiytjz
为什么不行

Jie Ren, Sun Yat-sen University

































































哈密顿

Z Zz 二 227 四六数 八元数

AB BA 例 矩阵

ABIC Al BC
思 什么不满足结合律

quaternion

q at bit citdk
i j j - 1

ij k i i

q n ni la bi ci dk

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































1 了 复数的各种表示法

代数表示 几何表示

址
e
iT
1 0

三角表示

利用极坐标 x r cos0 r if
y r s in0 0 arc tan女

Z xtiy V 1 cos Otis in 0
指数表示

Z r e
i o

e
i

i t i o 去 liopttliopt
cos 0 1一些

sin 0 二 0 一 早

r 模 121 0 辐角 Argz 不唯一

0 0 2 ni n E 2

可限制 0 C 2T 或 To T

所得的单值分支称为主值分支 记作 argz

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































1.4 乘方与开方

Z r e i
o rne

in0

Eā 多值

Z a pei9

Tzā ipeiTT ipeicfakTT_ns e
net

k 0 l n ㄧ n 1

i k取其它 2 时 所得结果与以上重复 如 kin 与k 0 重复
2 根式函数的多值性源于宗量 z a 的辐角多值性

1.5 三角不等式

1Z十 Z 1 IZ lt 1221

12 Z21 1121 - 12211

jiiiiii_sz
tn

T Z

思 FI 二

Jie Ren, Sun Yat-sen University




















































































1.6 复球面 与无穷远点

0人

无穷大 辐角无意义

0 -

复球面 把 无限大的夏平面尽收眼底 扩充复平面
Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































2 复变函数

2.1 复平面上的点集
类比

实 - 11-- 4 - 定义域

t
你是概念的发明者

复 w f ZEE

区域

善
0 外点

宀
一

点

0 边界点

ÚÚ

单连通 复

彩

连通

Jie Ren, Sun Yat-sen University




























注

1

-

缩成一个点

1 画图 参贝之前的图
多条代表路径ˇ

_ 条代表路径

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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1.2 复变函数

-

E F

f 4

0 0Z H W

xi 品 iv

复变函数的极限

-

-

聚点 在 Z 的任意小邻域内均有属于 E而异与 2 的点

与实变函数对比 x X 平
一
-

z Z IxJie Ren, Sun Yat-sen University

































































聚点 ant 二 ½Cant言 a 1

a 1.5
a 1.41667

9
1.41422

nlimoan 二 E

R
实变函数的连续性
E 0 830 st

当 0 C1 x_x 1 C 8时
I fix fix 1 C Σ

复变函数的连续性

- 一

Jie Ren, Sun Yat-sen University





















































1.3 解析函数
提出条件 让函数变好

复变函数的导数

例 1.1 flzl z

43.11.2 f121二 Ē

是二昏 Z x iy

① foot 0 1in其 I

② - 07 i07 lǎi告二 it - 1

解析函数

-
Jie Ren, Sun Yat-sen University





































































奇点

___

fA 当 Z 0

fAl

fAl 121 在 Z 二0年导 但除 Z 二0 都不可导 处处不解析

求导法则

If f l fif.tf.fi

dst dst 5 fi

D

一人200

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































Cauchy Riemann 条件 CCR条件

导数
品 oliin.tn

可导 与 oz 0 的方式无关

考虑两种特殊情况
Z OX i07

1 Oy三 0 OZ Ox 0

Ii ulxtox.yltivlxtoxiylun

di.no
ㄨ ㄨ i vatanlǎvanti

二 哿 i戨

2 三 0 ΔZ iOy 0

limo Ulxiytoyltivlxyign
ulxin ivlx.yl

z

n.tl 哥 i 二 哥 一 i影

毙 二步
绿 二一录

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































Canch Riemann条件 可导的必要条件不是充分条件

州 的导数都存不 在

B

B A

f 解析 裂 哥哥 哥 存在且连续

CR

例 们 f 可
2 f Rez X

3 f x y zixy

1 U T v 0

二 二 要二 0 哥 0

2 U X v 0

袈 1 哿二 0 0 二

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































fix flz E
裂二哥
哥

哥 二 0 ōf

2 xti7 ㄨ e
z X i7

y 2_
表 二 癸癸 子哥 f.ua tiva.si

二 器 装 i 器器 i

会 管
CR

极坐标系

Cauchy 11789 1857 Riemann 11876 1866

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































已知解析函数实部 Uk 求 vlx 7

du 二 dx 哥17
CE_哥dx 裂d7

例 ulx.gl 二 xiy 求 vcx.gl
验证 u是 harmonic function

111凑全微分显式法

due 一 哥dx 裂 d

zydxtzxdy
d 2ㄨ7

V 2ㄨ7 C
积分常数

2 曲线积分法 全微分的积分与路径无关

du

zydxtzxdyv.liczydxtzx.ly 后 lzydxtzxdy C

Sai 2xdy t C y1
2ㄨy t C 1

3
1， 0

3

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































131 不定积分法

哥 2 v fzxdy 9 x 2xy 9 x

山
癸 2y

2 yt 9化

4 x o e C v 2ㄨy t C

升在 ucx 中代入

二 2芳 y
2_

fǎtǐ u 主 lftf 将 u写成这种形式

u 生 - 2 ½ It 1253

i f z t iC v 2 xgtc

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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1.4 初等多值函数

初等函数 Jf 二

基本初等函数 9常数
周息数 指数函数 对数

三角 一一 反三角 -- 1

4.1 常数

flz C 在复平面上 解析

44.2幂函数

f z 7 n 1 2 在复平面上解析 0 不解7h

flz nz

ftl 二 7α α 是多值函数 暂不考虑

4.3 多项式和有理分式

Pn t 言an z
k n EN 在复平面上解析

QmCzl

f 二 有理分式

Qnlz 0 的点 奇点 赤

4.4 指数函数

et 三 exe e lcosy tis in x

满足 CR条件
Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































指数函数为周期函娄文
一 ___

周期为 ni

e
z 2Ti

e
Z

4.5 三角函数

通过指数函数来定义

cost eitt sin z eitz
Cos7 sint si n z cost

三角函数的性质 1 141

14 IsinH lcoszl
cos iz e一 思 写出 一个初等函数

在 E不发散
tant cotz ___

4.6 双 曲函数

也是通过指数函数定义

cosht 92 sinhz

etcht sh t

coshz sihz sinht coshz

cos liz cosht coshl.it cost

sinlizfisinhz.sinhcizlisinzcoshlz.ttcosliz tizz

ch sh 二 1
Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































多1.5 初等多值函数

1.5.1 根式函数 的支点

w z.TT

Z a pei 单值 上下文

w peitf n_dtkilT pteiltkil.kz
k o w pei
k 1 we feild t

pei W

十

z结 z a 点 转 一圈 辐角 2T

不缜 z a 点

绕 0 转 一圈 2T Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































两个支点 2 a o t 当

枝 branchpoint

w E

w
E

斗
心
D

_

0- i
l

tiI it 单值什

两个 煎开

粘起来

1 -

1.5.2 割线与单值分支

-

Jie Ren, Sun Yat-sen University




















































1.5.3 Riemann面

W E w 3E W Lnz

1.5.4 对数函数

指数函数的反函数

e Z

W Ln Z

Z reid w u t i v e e r e
iO

W Lnz In r ti 0 2kii k EZ
Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































Z 0 超越支点

主盾分支 Inz n r t iO lulzltiargz

反三角函数

1.5.5 多值函数函数值的确定

思考 ttoti
t ioTT i

用Mathematica检验 割线在负实轴 1任意 0 - 0 不碍事的地方1

1.5.6 多值函数的解析性

多值函数在 Riemann面上变成单值的

支点必为奇点

1.5.7 对数函数的导数

数 Lnz 当

1.5.8 一般幂函数

2
α

e
2 α E

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































w Elnōl
代数黎曼面

ft

本

1.8.0

ittlf

天衣无缝

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































1 11tlf.in

巴

g 0 g 1 8

For fun Fermat's last Theorem

t Y Z

at b 1 IR 2 1 1

1C 4 2 2 9 0

a3 b 1 g 1

a b 1 g Me
Jie Ren, Sun Yat-sen University
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6 解析函数的物理意义
6.1 调和函数

UxxtUyy二 0

ˇ u 發 t 哥2 0 Δ 0

Ulx y 三维 更高维

6.2解析函数与调和函数的关系

w flz Ulx y ti v x y 是区域 D内的解析函数

Ulxiy vlx gl 调和函数

缀
二發 灵 心

哥 二一 c

缀
二 器

器 二一 器
At 2 u - 能解出来吗 fAl

du 我 dxtǒdy 哥dx 哥dy dc 一

Ulx y vlx g 描写 无电荷区域静电场的申势 二维

场 数学 时空坐标的函数
入
光速传递 物理 物质的 一种形式

法拉弟 力线 麦克斯韦 场 桌子 Fermion

太阳突然消失Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































É D 4
D E p 麦氏方程 p 源 天电荷区域为 0

电势 4 3维问题 039 0

f U x y ivlx y 没有类似于复变函数的方法

賞势 重势

6.3 正交曲线族

U x y C 和 V1ㄨ y G 正交

ĀIB Ā B 0 A B AnB

法失 又 u D ˇ

D u 哥 哥 又ˇ 哥 哥

Du Du 妿妿 哥哥 坐

u x y G 等势线族 - 电势

Vlxi 7 G 电力线族 -

芒
E

一 一 1 - 电力线

_

B
等势面

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































v的物理意义 通量 有多少根电力线穿过一个面

例 电X线方程为 x y C 求等势线六程

flzl Z ㄨ y t 2 i xy

ㄨy C

作业上升 一个层次

ㄨˋ y C 为等势面 电势为 ㄨ 7

提示 U F t t ㄨ
2

y

裂 二 FIH 2X

哭 二 F HILD t F t 2

哿 二 FYH LY

哥2 F t 2 t F t 2

ㄡ u 0 4 F H ㄨ474 t 4F H 0

F U v

另 一种方法

U C In ZE G
Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































一

太

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































Chap 2 复变函数的积分

引言

làflydx F b D Fla

南
一

内部和边界联系起来

Stokes公式 bdw二 bw d和 2之间有联系

fr Pdx Qdy Yr器 一器 dxdy

F de lD F d5

SvF d5 luD FdU
Canihy 积分定理

2.1 复积分的定义和基本性质

2.1.1 曲线的六向

兴滑 逐段光滑

简单曲线 六向 起点 - 终点
- 围道 contour

六向 沿着围道走 其所包围的区域在左边
Jie Ren, Sun Yat-sen University
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1 4 0 0

0 品
2.1.2 复积分的定义与存在性

ΔZn

E zefa

-

fflzldz
Jie Ren, Sun Yat-sen University




















































































T 1积分存在 fAl 二UIX yltivlx gl沿曲线 连续 则 f 沿 可积

且
ffadz f u t i u dxtidy

udx udytifvdxtudg

s2.1.3 复积分的基本性质

反向
¼

IZ tZ IE IZ lt Zn1

2.2 复积分的计算

2.2.1 用定义计算

kdz kzdz

2.2.2 曲线积分方法

1flzzdz kudx vdytifudxtu ly 心 实变函数曲线积分
Jie Ren, Sun Yat-sen University




















































































二

例 fcz Rez
7
人

1

I f Retdz
I f Rtzdz G ⅔ 八C

I SaRez dt C i ㄨ

I xdx f idy i t i

I xidy xdx ½

州 只含子 积父结果只与起点和终点有关 与路径天关

flz El 积分一般依赖于路径

2.2.3参数方程法 β

1 flzllz f f ZHI ZHdt ZHÉ
Jie Ren, Sun Yat-sen University





































ái

fpiodo
一

fzndz
心

噐 n 1

n ㄧ 1

n 1 E

z dz É E e E 子 ft InZ OH

Jie Ren, Sun Yat-sen University


































































2.3 Cauchy 积分定理

T 没函数 f 在单连通 区域 D内解析
C为口内的任一围线 则

kflzldt o

f 假定 1-12-1 连纟卖
一 __ _

Cauchy 1825
Goursat 1900

kfaidz Cut iv dxtidy
c

kudx dytifvdxtu ly
- ¼ lǎ 十 dxdg ¼ 裂 一 dxdy

- -

一

二
加强定理 䲜𤅺隼

Jie Ren, Sun Yat-sen University
































































个2.3.2 证明略

2.3.3 Canihy 积分定理的推许

i
zi

只需证 F倒 一州
22102

笸 fH
FlztEFH.tn_f

二È É71引ds Éfis d fzl
t fzzds

二 ÈE0714d 吉Et fAids
Jie Ren, Sun Yat-sen University






























Jie Ren, Sun Yat-sen University
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ㄢ3.4 复连通区域的柯西积分定理

HE 二主 在去掉原点的复平面上解析

函数在区域 上有不解析的点 1不可导 奇点

㘥 邏

单通区域

回

i.is

ciiiiaiiiiiiicifflzz.dz
flzldztffczldztfflzidzt.in 0

ffadt fafczldztfaflzi.lt t of
Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































oncfi
C flzldz fc fi dz

只要起点 终点不变 当积分路径
奊䌧產黎时

积分数值不变

例 了 C是包含 a 的任一 围线

l 器
ni in n

0 n EZ n 1

如果围线不包围 a 点 积分结果为 0

当 n 1时 无论围线是否包围 a点 积分都是 0

飚

n 1 原函数 等 逆时针绕 a 一周原函数改变量为0

n 1 In z a 2T i

Jie Ren, Sun Yat-sen University




















































































2.4 柯西积分公式及其推论

2.4.1 柯西积分公式

设区域 D的边界是围线或复围线 C 函数在 5上解析 则

f 二 点k 去鲁 d公

主

公
边界上的函数值 f141

区域内的函数值 fA

f t dt niiflal

柯西积分公式 柯西积分定理

1 FIZIdz f RU dz 2T IClz a FEDha 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































0 下

一

主

2

什

已知 0 f F tdd's
Tp 15 1 p

f.tdeth.tk
1 后toes s z

peioni_fH

fH.fr tz 二后 02ok

要证 nifsnt 二 0

一 A so s so 14 21CS

f15 Hz 1 C言

1 告 ds nifzllctf.lt sill dEl
方言 2TP E 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University











































































例 I 器 其中围道C是

11 121二 i 2 12 11 3 12 11 14 121 2

y
八

G

i i z X
G G G

111 I 0

12 I 二石
一片 h片 喜 d2 2TI 1h TI

Bl Eh 1 1 h 气 喜 dt 二 2T ith ii

14 I 二后齿 h 片 器 th 片 器 i i 0

2.4.1 无界区域的Cauchy 积分公式

Jie Ren, Sun Yat-sen University




















































































2.4.3 解析函数的高阶导数

解析函数存在各阶导数
边界上的函数值 内部 f f H

f fit 去 hztk
怕 赤f - ds 交换求导和积分

不严格

二 Httt
二主 言ik等 子 ¼

一剖 ½ d

二击1 cs zzat 收

02 - 0
f白 击fi 器 dg 交换求极限 I 积分

仍不严格

练习 h 器 dz

Jie Ren, Sun Yat-sen University



























二

最大模定理 解析函数的最大模必定在边界上取得

1㤡

微分方程 边界条件 解 2D 3D

四 Jie Ren, Sun Yat-sen University
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Ch 3 解析函数的幂级数展开

热身

1 4 1 tl 1 1 0 Euler

2 1 t It1141 t1 1

Bl tx 1 xtx x3t

iii 言
一一

1 十 一 Dk长

1 去 it 卡

1 在 在 在

1十 十

1 2 3 4 le 2e

六 I tㄨ tㄨ tㄨ't 1
一一

收敛半径

2 1 1 2 2 t

In 1 x x 1 华
代入 ㄨ 1 In2 1 一

Jie Ren, Sun Yat-sen University
































































引 复常数项级数

1 1 基本 概念 与基本判别法

Éwk wotw tw t n tw kt 1

Wk Ukt IVk

言wk 二言 Uutiān

Sn 二 点We 部分和

如果 him Su s 是有限复数 则称级数 收敛于 S

否则称发散
Wk S

5nti i

S

T

nmmnmmm

Si se Sno - - Sn Snt Snip - -

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































柯西收敛原理
级数收敛 部分和序列收敛

s n EN p E Nt 均有

1点 wn tales
必要条件 dinown 二 0

-

2

T
满足 发散

Cauchy收敛原理是 一个基本的判别法 估计 ˇ 的上限

在级数中添加 或去掉有限项 不改变级数的收敛或发散性质

Sntpsn 二 点αn É αa 二点αn xntk

1点ㄨ i C Σ

1αntil 1Éxtkt Éixntkl C 2Σ

hi αu 0

Élwd 收敛 则称 ÉWk 绝对收敛
条件收敛

绝对收敛的级数必定收敛

1 Wntal Élwntal

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































判别法 判别级数是否收敛

不存在 一劳永逸的解决方案

比较判别法

已知 V.tv V t n 收敛

ǔi ǔál Ck足够大即可

则 É 1Ukl 收敛 即 Éun 绝对收敛
反之 1Ual Vu so ΣVk发散 Σ1Ukl发散

比值判别法

若存在与 n 无关的常数P 则当 I Ukt Uk KPC1 时

É Uk绝对收敛 当 1UntilUk13031时 Élual 发散
达朗贝尔判别法

若 lil 器1 k1 则 Élunl收敛
________ _______ 发散

柯西判别法

若 ālunf 1 则 Élunl 收敛
________ _______ 发散

二 1 无法判断

1.5Gauss 判别法

正项级数 足够大k

器 二 1 卡 器 r 1 收敛

v4 发散
Jie Ren, Sun Yat-sen University















































































1了更序级数
加法的 结合律对于收敛的级数仍然成立

交换律 __ __ __ __

只对绝对收敛的级数成立

91k N N 双射 id

É Wan 称为Éwa 的更序级数 rearranged series

1 - ½十广 -¼ t In2

1十⅓ 一½ 考 片 一¼ 赤 赤 一会 3 h2

两个绝对收敛的级数逐项相乘也是绝对收敛

言unēve 忌 uave

二 UoU十 UoU UoU UoU 十 三重级数

UiVo t U V t Ui Vit U V t

tutulu t nu
十 一

合并同类项

Jie Ren, Sun Yat-sen University


























































































红 复函数项级数

2.1普通 函数项级数

ǗÉfi
1点集 E上的复变函数

不如意后121 部分和

在 2 收敛 V2 EE 在点集 E上 收敛 点后白了二名

取定 一个点 一 常数项级数

922 一致收敛的函数项级数
n 逐点收敛
-在 E 上各点的行为有何共性 -致 收敛

级数在各点的收敛速度大致相同

吐 点集 E f Us so 彐 no EN 当 n_n 时

䧀心 一 fake
在 E上处处成立 在E上一致收敛于 fn

Éh白 f 12 that f c f_______

存在不依赖于2的 n n 心 n az

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































一致收敛的充分条件

㳋 Weierstrass 心 判别法1 如果存在正数列 Mkii
使得

人叫EMk VZEE k CN
且 正项级数ÉMK 收敛 则 Ē后倒在 E上绝对收敛且一致

收敛

例 Ézk在闭圆 Here I 上绝对收敛且一致 收敛

在单位圆 叫 1 上 不能一致收敛 意 i
t

Éz 1214 绝对收敛 É12-16 日14 收敛1
121 不能一致收敛 可

f 二 Ez s cz 29-
部分和

K 以 仙 1 1等 1 等 一

n
么臖

n m 时有 lsnln Hzllcs
no不仅依赖于 E 还依赖于 2 1

当121 - 1 时 无法找到 一个共同的 no 使上式在 1214 - 致成三

例 É禜 当 s 1时在 ocean 上 绝对收敛且一致收敛

正项级数 或主 满足上述定理的要求

É某 s 1 12-1 1 绝对 一致收敛
闭圆 HE 1 -

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































你1 É甇 当 0 1日 0 0 时 条件收敛

SEO E 2不 f - 致收敛 lock

且 略

巫 若知后白 的各项均在点集 E上连续 且级数在 E上

一致收敛于函数 仙 则 仙 亦在 E上连续
-

洳不满足和不一定连续

例 f G Z 后A 2- K 式 k 2.3 y
Sn日 2 日1 1 8 点 2 1 收敛

f 二个 在心 不连续
X 1

因为在 2- X EC 1 不能一致 收敛

你们 一加1 f
o a 1

x 1

为使 n n 时 1 似 f E 零取 no 噐 x 1

无共同no

㳋 逐项积分了 各项在曲线 C上连续级数在 C上 一致收敛

于 仙
ftp lz 二点 I hid

即 Éfhidz Ēh All
积分与求和可以交换次序

求导
Jie Ren, Sun Yat-sen University
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2.3解析函数项级数
各项后121均为解析函数

T Weierstrass 若 级数 Étklt的各项均在 D内解析且
级数在D内的任一有界闭集上 一致收敛 称为在 D上内闭
- 致收敛 于函数 f 2 则
1 和函数 f 2 在 D内解析
2 级数 忌怡的在 口 一

煞婴 敛變品嘦弱
其中 PEN

Ézk 二 Ez 在 121C 1 内解析

pf 略

2.4 Riemann 公函数 Riemann假设与千禧数学难题

SE ÉÈ Éētlnk
在 区域 Rez 1 上内闭一致收敛

Riemanns hypothesis 方 7 在带形区域 0 Rez 1内的

所有零点都位于直线 Rez ½ 上

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































了 幂级数

4 解析级数的泰勒展开

引言 从复变函数的角度对泰勒展开有更深刻的理解

- 1 x x 十 一

kz 1 - 4 X4 _

ex 1 x 去 x t

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































了 幂级数
ㄉ3.1 幂级数的收敛性

Cncz_a a EC cn 4 141

显然 每 一 项都是解析函数 最简单的解析函数项级数

根据 Weierstrass定理 只要把级数的 收敛 区域研究清楚

和函数的解析性质也 就清楚了

T 1Abel 如果级数 141在某点 Z a 收敛 则
1 它在圆 K 12 - al 17 al 内绝对收敛
121 它在闭圆 Kp 12 - al Pelz al 内 一致 收敛

即在圆 K上内闭 一致收敛

吐 已知 Écnlz a 收敛 故 M so s t

IC CZ a l C M n 0 1 2

knlz ail lc lt a 1101 c

戴lz alclzo at

比较判别法 左 收敛 即原级数在图 K上 绝对收敛

⑧

k

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































2 当 lz alEpclz.at 有

1Cult a 1CMFatal M 品
与2 天关的正数

推许 R 0 st 1Z al CR 绝对收敛且内闭一致收敛

R 处处发散

R 收敛半径 17 a1 R 收敛圆周

收敛圆周上 处处收敛 处处发散等都有可能 但 一定有奇点

3.3.2 收敛半径求法

正项级数 call

柯西判别法

若 ālunf 1 则 Élunl 收敛
________ _______ 发散

二 1 无法判断

nlin.TaeRyioc.co0 l 0

TO l 0

达朗贝尔判别法

若 lil 器1 k1 则 Élunl收敛
________ _______ 发散

nlim.ae
Jie Ren, Sun Yat-sen University










































































































































1十 Z 十 Z 二 亩
z 望 十哥

言 言 十 点

3.3.3和函数的解析性

Jie Ren, Sun Yat-sen University











































































































ㄢ3.4 解析函数的Taylor展开式

3.4.1 Taylor定理

幂级数 解析函数

1十 Ztz t 1½一

展开中心

一

个一 负幂次时只能用前者

实际计算利用已知的Taylor展开

吐
7 lz al
a ca

fat二击后 一管开为以 a为中心的幂级数

器 cszat t FO luk 1

二 恶 Émi
Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































唯一性

flz Cot C.lt a G t ajt G z a t

C cilz altcilz ajtcilz

apt.aza C C

ffl C zalz alt3Gcz.cn t

citzcicz alt3cilz.at't
Z a Ci C

Cn Cn

3.4.2 展开式的收敛半径

方法1 Cauchy d'Alembert 计算公式

方法2
八

f 应

Jie Ren, Sun Yat-sen University















































































































3.4.3 初等单值函数的Taylor展开式

例 fltl e 在 a o

f z1 et n E IN

et 1 Z 吾 巺 二 点
一

器

收敛半径 R o

例 f 二 吉 在 ao

Jie Ren, Sun Yat-sen University
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作业 提示

aritanx f _ _ dx

3.4.4 初等多值函数的Taylor展开式

ㄧ

In lltzl ftz dz
Jie Ren, Sun Yat-sen University










































































































































Iiii

3.5解析延拓的基本概念

㫖 1 Z 2

4141it t121c1

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































f 2 和8A 在 一条线上相等 同一个函数 1有聚点的点不1

sinx sinz

F Z 121 1

12121

2 专长⑧
二当11 主 当 去

1

环域 K 121 co

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Chap 4 解析函数的罗朗展开与孤立奇点
Laurent Taylor

Laurent展开是研究解析函数 奇点的重要工具

4.1 解析函数的 Laurent展开

4.1.1 双边 幂级数

Écnlz a t É台下 二 act a

两个级数 2 31

1 收敛半径为 R ocR co 在圆 12 - a KR 上绝对收敛
且内闭一致收敛 解析的和函数 f 121

2
s tea Cn分

收敛半径为卞 Loci
在圆 141 卡上绝对收敛且内闭一致 收敛 解析的和函数

ETT r lo r ca fi z

若 1 R 则 111 2 没有公共收敛区域 因而们发散
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































例 1日 十点2 二 点722 it É会 处处发散

1 -21位 H 收敛

若 FR 则以 121没有公共收敛区域 但 在国周 12- a l R
上可能存在 收敛点

在121 1例 志言十点 青 二 点噐 志高 绝对收敛

lzkk 212131 收敛

若 r R 则从 12 有公共的收敛区域 即环域

H 1 12 - al CR lo Et CR E

坦 Weierstrass 双边幂级数们 有如下性质

111在收敛环 H内 绝对收敛 于 f f白 名例 且在闭环

rcp EIZ akp IR 上一致 收敛 即在 H上 内闭一致收敛1
12 和函数 仙 在 H内解析 i

们 所 二 点 a 白 a 在 H内可以逐项求导和逐项积分

你1 志 倒十点 Ē 倒 É忐
12- 131 Eg121ㄑ2 高

工

在环域 H KAK 2 中绝对收敛于函数 一 春心

双边幂级数 出𡒊 解析函数

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































SS4.1.2 解析函数的 Laurent展开

T Laurent1 设函数 f A 在 环 域 H r z al CR

10 rc Real 内解析 则在 H内可以展开为双边幂级数

f Cnlz a 唯一

其中
C 二Éifcsntt ds n EZ

Cn不能表示为
t器 即使正幂项的系数

因为 f 在闭圆 12 - al V上有奇点 在厂上的积分不满足

Canch 高阶导数公式的条件

如果 Hz 在闭圆 12 - al r 上确实没有奇点 那么它在圆

1Z al CR 上 解析 Laurent 级数退化为 Taylor 级数

展开式中有负幂次项 因为H2 在闭圆 12 - al r上有奇点
但 f 的奇点不一定在 a

六 二主子 忘去 二 点忐 K 121 co

Z 二 0不是奇点 展开式在 2二0 附近不成立 Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































1

日

ÜO

ii
f 二点名 器 吆 十点名 答 ds

将 红一一 展开 为以 a 为中心的幂级数

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Laurent展开唯一性 可以用任何方法来求展开式

利用 Taylor展开

4.1.3 展开式实例

例 在 a 0 处展开 flz 者 为 Laurent 级数

解 fcz 有奇点 Z 0 和 2 1 故分别在 H 0 C121 1

和 Hi K 12140 上解析

_和

Hi
f - F _当 z 二一 Éz z

Hi
fit 二主官 二 主 与 二 点主

例 flz Ézi 在 a 0

f 片心 2
二 六 一 长

1½ Hi
HI

x x

Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































Hi oc IZ ICI

fA 二一 言 亩 国 Éz
Hi K121 2

去 二一 器经

前 二 一言 二一 器 当

Hs 12172

言 一 言 二 主É信 一立言主
10

例 fE In器 来 cotz

j.TT T.TT
fH 二 É 石121t

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































4.2 解析函数的零点与孤立 奇点

4.2.1 解析函数的零点

Dtlm 阶零点 若函数 Hz 在 a 点 解析 且

fla f la f
m la o 而 f

心
a o

则 a 称为 Hz 的 m 阶 零点 一 阶零点亦称为单零点

K 12 -al CR 内解析 flz cncz ai cn 二 t
all aw f 三 0 若 f不恒为零 m 总是存在

例 1 flz sin z

Zn n T l n E 2 flzn cosZn o s nT 1 - 1 0

例 2 fA Z sinz

Z 0 为零点 f 0 0 f 0 f 10 0 三阶零点

例了 fA Z a m E N
a m阶零点

例4 flz Z a 912 912 在 a点解析且 9 a

a m阶零点

多项式 PA 的 m重根 a Pnlz z a Q n_n Cz
m阶零点

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































thn 1m阶零点1 若函数 flz在 a点的 邻域 K 12- a KR
内解析且不恒为零 则 f 以 a 为 m 阶零点的充要条件是

flz 12 - a 9A 其中 912 在 K内解析 且 9 a 0

hu 零点的孤立性 若函数 f 在 a点的邻域 K 12 - a KR

内解析且不恒为零 a 是怕 的零点 则必存在邻 域 k
12 - alcr 在其中只有 a 一 个零点

推论 若 函数 fA 在区域 D内解析 在 D内有点到 52.3
满足 Zn a Zn a ED f17 0 则在 D内 Hz 0

T 解析函数的唯一性 若函数 t cz 和 fCZ 均在 区域口内
解析 在 D内有点列 2.3 满足 Zn a Zn a ED

f An ficzn 则在 D内必有 t cz fCz sin 0 艺

有聚点的

解析函数在区域 D内 一个点列上的取值 Hz

聚点 an ½ at 言 a 1

n o -- - -

支点 t
m 1阶支点 么 E zT tk Σ ask 二Égacz zpk

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































4.2.2 解析函数的孤立奇点及其分类

吐 孤立奇点 如果函数 flz 以 a为奇点 但 在 a 的某

去 心 邻 域 KYal 0 C 12 - al CR 中解析 则称为 Hz 的

孤立奇点 isolated singularity
a 是奇点 a 附近没有别的奇点

不是孤立奇点的例子

六 一

赱
t二六 n E 2 2二 0是这些奇点的聚点

KI Sal o C lZ al CR Laurent series

Ht Cnlz a

正幂 正则部分

负幂 主要部分 负幂项的多少可以刻画奇性的大小

吐 孤立奇点的分类

111 主要部分为零 a 称为 fA 的可去奇点 1removable
singularity

2 _____ cng cn

a 称为 flz 的 m阶极点 pole
3 有无穷多项 本性奇点 essential singularity

4.3 各种孤立奇点的判断
4.3.1 可去奇点

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































例 望 在 0 C 121 co 解析 Laurent series

學 二 主 É 芯器 二 点台器
主要部分为零 故 2二 0为可去奇点

-

在 4解析

f 𡒊 z

1 Z o

T 函数Hz 的孤立奇点 a 为可去奇点的充要条件是

tinHt b 0

f 在 a 的某去 心 邻 域内有界

4.3.2 极点

例 毕 在 oclzlco 解析 Laurent series

望 二点 É 品
主要部分 1项 20 为单极点

ināiiiàii 点 iiii 落题等价
11 th 在 a 的主要部分为 Écg can m阶极点

2 Htl在 a 的某去 心邻域 内可表为 flz On
其中 9 2 在 a 解析 且 9 a

3 gcz 者 以 a 为 m 阶零点
Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































例 望 20 单极点

cotz Z n i l n f 2 单极点

Hzl z si z 20 3阶极点

推论 极点的判定 函数 A 的孤立奇点 a 为极点的充要条件

是 lin tt o

多4.3.3 本性奇点

T 函数 f 的孤立奇点 a 为本性奇点的 充要条件是

tint A 不存在 即 不为有限值 亦不为 0

极限 与 2 a 的方式有关

例 et 在 0 C 121 co 解析 Laurent series

e
专

二点吉去

n fe et no zliiet o

十 eto lion e
当

o

f e
字
不确定 点

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































line
当
不存在

isolated singularity

removable sing 一 一

是
lina flz b 0

pole
击
一一 tinafcz 0

essential sing 0s 1in f 不确定

Roger Penrose
彭罗斯

singularity

4.4 无交运点

t 二主 将 7 二 0 什为 t 0

Z x

例 P 二 É an z an 0 n 阶极点

e 本性奇点

cotz 非孤立奇点

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































Chap 5 留数定理及其应用

5.1 留数定理

5.1.1 留数的定义

flz 在 K 12- al CR 内 解析

kHzdz 二 0

如果 a是 f 的孤立奇点 即 f 只在点 a 的去 心 邻域

Kasai oc 17 - al e R内解析
Oanc

Dt 1留数 如果函数 fA 以 a为孤立奇点 即 flz在 Klia
0 C It a KR 中解析 则积分

去if flzldt li z al P ocpcR

称为 fit 在点 a 处的留数 residue efcz Resfa

Laurent 展开

fct cnlz ai

iftzldz itfcnlz ai lt 二 C

前 厽 tc tc cz a

Jie Ren, Sun Yat-sen University









































































































































5.1.2 Cauchy留数定理

11

X

X

-

之前 htdz 2 ifla

实际问题 一 围道积分 求留数 洛朗展开或求导等

多5.2 留数的算法

ResfAl C 1

只需提取 C C内天奇点或只有可去奇点 0

Jie Ren, Sun Yat-sen University










































































































































f 二 Éa tc tc cz a t

fk 1Gnta tcotcilz alt io

单极点的留数 Resflal z a f1217lzsa
二阶极点的留数 Resfa lz aiflzlJlt ie

二
A t A 12- a t A A ajt
B 2Be1Z a t

极点阶数较高时 本性奇点 作洛朗展开求 C

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































多5.3 用留数定理计算围道积分

例 I 二在2 1甜 dz

0
ㄨ Y 2

Z 0 一阶极点 Resflo Éih 1

2 1 二阶极点 Resfill 主 h - 1

I 2Ti Recflat Recfln o

例 I hi 些 dz

D Z二0为 f 是的可去奇点 I 二 0

Cauchy 积分公式 I 2丌is in 0 0

例 I h eÈdz

f 二 e
主在 121二1内部有 一个本性奇点 Z 0

flz e½ 1 kt 市主 G 1 I iii
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5.4 天穷远点的留数

-

0 的留数非零也可能不是奇点

例 fl 二主
一一 Resflol 1

Reef10 -1

-

Jie Ren, Sun Yat-sen University










































































































































5.5 实积分 ER coso sino do

实变函数的定积分 一
转什 国道积分

Z e
i d

i Δ

dz eidido de Ě
-

6
一

计 一

例 I lot 其中

围道中的奇点

单极点 求导 Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































6 实积分 Éfkidx
Z 7 R 时

is
IZ fAll Σ

-

主值 liin li fhndx
一般值 iǐǒkifaidx ot 1 也是 0

广义积分的主值 Lifadx

Jie Ren, Sun Yat-sen University






































































































































证

1后fhtlzl 后 lfhtlldzlfnlfANR.IO

后 Itfaildo c 言 do Σ

即 后 faidz n_n

例 1 工 二 1 器 蕊

州 二 赤

Recall flz Ri f 二 9管

RestAu 二亩 二 磊 二一 至

Resflz.lt Resflz 二 一年 z 2 is in要
Jie Ren, Sun Yat-sen University








































































































































I 二 dx ½Éflxidx ½ zai Resta test

二 茫

另 一种解法

2台
㒺

优点 围线内只有 一个极点

z i7

I 十 后_ _fei要

- 器

1 - i I 2T if 本 e到 二 豆器 -芒悟 i

I 茫
Jie Ren, Sun Yat-sen University

















































































Eiifdx

5.7 积分 fMei dx

一

二

一

Jie Ren, Sun Yat-sen University


















































































to flxidx zflz

to flyeimxdx flz

mso mco

述

m co x X

1ofMe imxdx fftx einx'd tx

1 f1 xie.im'dx fxleilmlxdx

例 I 二 器 dx 其中 m 0

I E dxiE dx ifoniii in_mx.ch
二旅 器 dx

取 f 二 许

Res fE e imt i Etihi 二巺
I 二主 2T i Recffczleimt i 芒em
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例 I 二 yihdx 其中 a so m ER 且 m

工艺

EFM cocmxdx i
FMeimxdxEGCxlcinmxdxif.GMeimxd.FM

偶

GIX 奇
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大圆弧引理和小圆弧引 理

Oáfenii
f So 1点 i00

Sv

一一一 Zfi 入

bimofflzldz i入00 00 02 0

E sr z a f 入

limo fsrflzl.lt i X00

fflzldli.nfs.fi

dt o o i a flz t

mlimoffltllz o0 iq f A 1叁 一器
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多5.8 大含一般幂函数与有理分式的无穷积分

例 l I 器 dx lb so oc React

-

r CR

C

2

7
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